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Dieco MaRrINT 1 STRUTTURE ALGEBRICHE E SPAZI VETTORIALI

1 STRUTTURE ALGEBRICHE E SPAZI VETTORIALI

1.1 Notazione e convenzioni
Nel seguito adotteremo le seguenti convenzioni.
e [ vettori si indicano con lettere minuscole sottolineate:
u, v, w,...
e appartengono a un insieme V.
e I numeri si indicano con lettere minuscole dell’alfabeto:
a, b, oc,...
e, in questa fase, li consideriamo numeri reali.

e [a somma tra vettori si indica con il simbolo usuale +:

U+ 0.

e Il prodotto tra un numero e un vettore si indica per semplice giustapposizione:

au.

e ]l vettore nullo si indica con 0 ed ¢ tale che

u+0=u.

e L'opposto di u si indica con —u ed e definito da

u+ (—u) = 0.

1.2 Operazioni su un insieme

Per costruire una struttura algebrica su un insieme € necessario definire una o pit1 operazioni
che permettano di combinare tra loro gli elementi dell’insieme.

Un’operazione e una legge che associa a uno o pit1 elementi un nuovo elemento.

Nel caso degli spazi vettoriali (ovvero una struttura algebrica con determinate caratteristiche)
compaiono due tipi di operazioni:

e operazione interna

e operazione esterna

1.2.1 Operazione interna

Sia V un insieme. Si chiama operazione interna su V' una funzione
x:VxV—V
che associa ad ogni coppia (u,v) un elemento

uxv e V.
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Un’operazione ¢ detta interna perché combina due elementi di V' e restituisce ancora un
elemento di V.

Esempio. La somma tra vettori
u+v

€ un’operazione interna se il risultato appartiene ancoraa V.

Osservazione. Affinché una legge sia un‘operazione interna deve valere la proprieta di
chiusura: il risultato deve appartenere allo stesso insieme di partenza.

1.2.2 Operazione esterna

Negli spazi vettoriali interviene una seconda operazione, che combina un numero con un vettore.

Sia V un insieme di vettori. Si chiama operazione esterna una funzione
G RxV —V
che ad ogni coppia (a, u) associa un vettore

au €V.

L'operazione & detta esterna perché combina elementi di due insiemi diversi: numeri reali e
vettori.

Esempio. Se V = R? e u = (z,y), allora
au = (az,ay).

Il risultato appartiene ancora a R?.

1.3 Definizione di spazio vettoriale

Uno spazio vettoriale & una struttura algebrica munita di:

e una somma tra vettori (operazione interna),

e un prodotto tra numero reale e vettore (operazione esterna),

che soddisfano determinate regole di calcolo (sono 8).

1.3.1 Assiomi (regole di calcolo)
Siano u,v,w € V e siano a,b € R. Valgono le seguenti proprieta:

1. Proprieta associativa della somma

(u+v)+w=u+(v+w)

2. Esistenza dell’elemento neutro rispetto alla somma Esiste 0 € V' tale che

u+0=un

3. Esistenza dell’opposto rispetto alla somma Per ogni u € V esiste —u € V tale che

u+(—u)=0
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4. Proprieta commutativa della somma

utv=v+tu
5. Proprieta associativa del prodotto per numero

a(bu) = (ab)u
6. Elemento neutro del prodotto per numero

lu=u

7. Proprieta distributiva rispetto alla somma di vettori

a(u+v) = au+ av

8. Proprieta distributiva rispetto alla somma di numeri

(a+b)u=au+bu

Esercizio 1.1 (Uso delle regole di calcolo). Siano u,v € V. Semplificare 1’espressione

E =5u+ 3v + 2u.

Svolgimento. Ricordiamo che

u+v=v+u (assiomai4).

E =5u+3v+2u=>5u+2u+ 3v

Applichiamo la distributivita (assioma 8):

=(5+2)u+3v="Tu+ 3v.

Osservazione 1.2. L'insieme (R, +, -) con le operazioni usuali & uno spazio vettoriale.

Consideriamo invece 'operazione definita su R da
Thy=2x+2y.

Allora (R, @, -) non e uno spazio vettoriale, poiché 'operazione ® non e associativa.
Infatti, ad esempio:

lel)el=>01+2)®1=3a1=5

lo(lel)=1a(1+2)=163=1+6="T.

Poiché i due risultati sono diversi, 'operazione & non e associativa.



Dieco MaRrINT 1 STRUTTURE ALGEBRICHE E SPAZI VETTORIALI

1.4 Proprieta di calcolo in uno spazio vettoriale

Dagli assiomi si deducono le seguenti proprieta fondamentali.
Sianoa € Reu,v € V.

1. Unicita del vettore nullo

II vettore nullo € unico.

2. Unicita dell’opposto

Per ogni u € V I'opposto & unico.

3. Prodotto di un numero per il vettore nullo

a0 = 0.

4. Prodotto dello zero per un vettore

5. Legge di annullamento del prodotto

au=0 <= a=0 oppure u=_0.

6. Regole dei segni
(a)u = —(au) = a(~w),

(—a)(—u) = au

7. Equazione lineare in V'

Per ogni a # 0 e per ogni u, v € V esiste un unico vettore z € V tale che

axr +u="7v (equazione di primo grado in V')

Tale vettore & dato da

z = a(y—ﬂ)-

1.5 Dimostrazioni delle proprieta di calcolo

1) Unicita del vettore nullo. Se 0,0’ € V sono vettori nulli, allora

0=0.
Dimostrazione. Siano 0,0’ € V due vettori nulli.
Poiché 0 é vettore nullo,
0+0 =0
Poiché (/ & vettore nullo,
0+0'=0
Ne segue che
0=0
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2) Unicita dell’opposto.  Sia u € V. Se esistono w,w’ € V tali che

Dimostrazione.

[S
1
[S
+
o

= (w+u)+w (associativita)

Osservazione.
-0=0.

Infatti 0 + 0 = 0, quindi il vettore nullo coincide con il proprio opposto.

3)a-0=0
Dimostrazione. Poiché 0 =0+ 0, si ha
a0 = a(0 + 0).

Per la proprieta distributiva,
a0 = a0 + a0.

Sommiamo l'opposto di a0 a entrambi i membri:
a0 + (—a0) = (a0 + a0) + (—a0).

Per associativita della somma,

Poiché a0 + (—a0) = 0, segue

Quindi

4) Ou=0
Dimostrazione. Poiché 0 = 0 + 0, si ha
Ou = (0 + 0)u.

Per la proprieta distributiva,
(0+0)u = Ou + Ou.

Quindi
Ou = Ou + Ou.
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Sommiamo l'opposto di Ou a entrambi i membri:
Ou + (—=(0u)) = (0u + 0w) + (—(0u)).
Per associativita della somma,
0= 0u+ (Ou + (=(0u))).

Poiché Ou + (—(0w)) = 0, segue

Quindi

5) Legge di annullamento del prodotto.
au=0 <= a=0 oppure u=_0.
Dimostrazione. (<)

Se a = 0, allora

per la proprieta (4).
Se u = 0, allora

Q
=
I
=)
fan)
Il
1o

per la proprieta (3).

(=)
Sia

Se a = 0, allora

per la proprieta (4), e quindi vale I’alternativa a = 0.
Se a # 0, poiché a & un numero reale non nullo, esiste il suo inverso moltiplicativo %
Moltiplicando entrambi i membri per é, si ottiene
1 1
—(au) = —0.
~(aw) = -0
Per associativita del prodotto per numero,

()-s

lu = 0.

. 2 1 _
Poiché —a =1, segue

Per la proprieta dell’elemento neutro del prodotto,

quindi
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6) Regole dei segni
Dimostrazione. Consideriamo la somma
au + (—a)u.
Per la proprieta (8) (distributivita rispetto alla somma tra numeri), si ha
au+ (—a)u = (a+ (—a))u.

Poiché a + (—a) = 0, segue
Per la proprieta (4),

Quindi
au + (—a)u = 0.

Per unicita dell’opposto, si conclude

(—a)u = —(aw).

7) Equazione lineare in V.
Siaa € R con a # 0. Per ogni u,v € V I'equazione

ar+u=uv

ammette un’unica soluzione x € V, data da

1
&—EQ—M-
Dimostrazione. Esistenza.
Poniamo
Ly )
r=—(v—u
z=-
Allora
Ly ) D) (0-w) =10 —u)
ar =a | —(V —1Uu = a— v—Uu)= VvV—U)=v—1U
x u u V—U
Quindi
az+u=@W—u)+u=uv
Unicita.

Siano z,y € V tali che

Allora

Sommiamo —u a entrambi i membri:

o]
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Moltiplichiamo per %:

Per associativita,

7 N\
|~
Q
~_—
]

Il
N
ISEN
s)
~_
<

. £ 1
Poiché —a =1, segue

Quindi

[
I
<

Esercizio 1.3. Siano u;,us,...,u, € V esiano ay,as,...,a, € Rcona; # 0.
Dimostrare che, se
a1y + agly + ...+ apy,, =0,

allora
Lo G2 a4y an
21 a142 a143 tee a144r
Svolgimento.
Sia

a1y + aguy + ... +apu, =0,  a; # 0.

Sommiamo l'opposto di asusy + - - - + anu,, a entrambi i membri (usando le regole dei segni,
proprieta (6)):

aruy; = —(aguy + ... + apu,).

Poiché a; # 0, per la proprieta (7) possiamo moltiplicare per a—ll e otteniamo

1

u = - (—(aggz +...+ angn)).

Per le regole dei segni (proprieta (6)),

uy = _i(CLQEz ot any,).
ai
Applicando la distributivita rispetto alla somma di vettori (proprieta (7)) e la distributivita
rispetto alla somma di numeri (proprieta (8)), segue

as as an
= Zuy + Zug+- + —u, ) .
Uy <a1u2 s + a1u">
Infine, usando ancora le regole dei segni (proprieta (6)),

W= G2 a3 an
21 a172 a173 alfn'
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1.6 Esempi di spazi vettoriali

Esempio 1.4. Sia V' = {*} un insieme costituito da un solo elemento.
Definiamo le operazioni su V' ponendo

* 4k = *, ax =+ perognia € R.

Allora (V, +, -) & uno spazio vettoriale su R.
Infatti I'unico elemento * svolge il ruolo di vettore nullo, cioé

0=+,

e coincide con il proprio opposto:

Questo spazio si chiama spazio nullo.

Esempio 1.5. Lo spazio (R, +, -), con le operazioni usuali di somma e moltiplicazione per numero
reale, € uno spazio vettoriale su R.
In questo caso:
0=0, u=zxzconz € R, —u = —x.

Infatti la somma e il prodotto per numero soddisfano tutti gli assiomi di spazio vettoriale.
Esempio 1.6. Lo spazio R? ¢ l'insieme di tutte le coppie ordinate di numeri reali:
RZ=RxR= {(z1,22) : z1,22 € R}.
Un elemento generico di R? si scrive
z = (1, 22),
dove z; ¢ la prima componente e z; la seconda componente.
Due vettori sono uguali se e solo se coincidono componente per componente:

1 =1

(1, 22) = (Y1,92) <= {
T2 = Y2.

Ad esempio,
(170)7 (070>7 (\/?7 _21) € R2'

Attenzione.

(1,0) # (0,1).

Le operazioni sono definite componente per componente:
z+y=(x1+y1, T2+ Yy2),

ax = (axy, azrg), a € R.
Con queste operazioni, R? & uno spazio vettoriale su R.
11 vettore nullo e

0= (07 0)7
poiché
(x1,22) + (0,0) = (z1, z2).
Lopposto di z = (1, x2) €
—z = (—r1, —T2).

10
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1.6.1 Verifica degli assiomi in R?

Mostriamo che le operazioni definite componente per componente soddisfano gli assiomi di
spazio vettoriale.

Associativita della somma.
Siano
z=(x1,22), y=ny2), z=(21,2).

Allora

(z+y)+z= (21 +y1, v2+y2)+ (21,22) = (w1 +y1) + 21, (22 +y2) + 22).

Poiché I’addizione in R & associativa,

(1 4+y1) + 21, (2 +y2) + 22) = (w1 + (y1 + 21), 2+ (y2 + 22)).
Quindi
(z+y +z=z+ (y+2).

Altre proprieta.

Le restanti proprieta (elemento neutro, opposto, distributivita e associativita del prodotto per
numero) si verificano analogamente, poiché discendono dalle corrispondenti proprieta valide in
R.

Esercizio 1.7. Calcolare le componenti del seguente vettore z € R?:

z=2(—1,3) +V7(1,—V7) — 5(0,1).

Svolgimento.
Calcoliamo separatamente i prodotti per numero:

2(—1,3) = (—2,6), VT, —V7) = (V7,-7), —5(0,1) = (0, =5).

Sommiamo ora componente per componente:

z=(-2,6)+(V7,-7)+(0,-5) = (V7 -2, —6).

1.7 Lo spazio R"

Fissato un intero n > 0, si definisce una n-pla di numeri reali come un elemento della forma
(xlyx%"'axn), :EiER-

Le componenti si dicono:

prima componente: x1,

e seconda componente: xg,

e n-esima componente: x,,.

11
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Due n-ple
= (21, ,2n), Y= (Y1,---,Yn)

sono uguali se e solo se

T=Yy <~ wi=y; perognii=1,...,n.

Si definisce
R™ :={(z1,...,2,) : z; € R}.

Equivalentemente,
R"=RxRx---xR.

~
n volte

In altre parole, R" ¢ il prodotto cartesiano di R con sé stesso n volte.

Esempio 1.8. Nel cason = 3 si ha
R3 = {(z1, 22, 23) : 1, 22,23 € R}.
Per esempio, sono elementi di R3:
(0,0,0), (1,0,0), (=V7,54,21), (m, e, —3).

Si osservi che
(1,0,0) # (0,1,0),

poiché le componenti non coincidono ordinatamente.

Su R" si definiscono le operazioni:

(xlv"‘y-rn)+(yla"'7yn) = ($1+y17-~7$n+yn)7

a(xy,...,zy) = (azxy,...,azy,), a €R.
Osservazione 1.9. La struttura algebrica (R", 4, -) & uno spazio vettoriale.

11 vettore nullo &
0=1(0,...,0),

N

el'opposto di (z1,...,2z,) €
—(z1,...,xn) = (—21,..., —Tp).
Esercizio 1.10. Nello spazio R? calcolare le componenti della combinazione lineare

x =2(1,0,0) — v/5(0, —1,0) + 8(0,0,1).

Svolgimento.
Applicando le definizioni:

z=(2,0,0) + (0,V5,0) + (0,0,8) = (2,5, 8).

Pertanto:
1‘1:2, IEQZ\/g, .T3:8.

12
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1.8 Lo spazio delle matrici M(m,n)
Fissati m,n > 1, una matrice con m righe ed n colonne € una tabella rettangolare
A = (aij), i=1,....m, j=1,...,n,

con a;; € R.
Due matrici A = (a;5) e B = (b;;) sono uguali se e solo se

A=DB < a;; =b;; perognii,j.

Si definisce I'insieme di tutte le matrici reali con m righe e n colonne

M(m,n):={A=(aj) |a; €R, i=1,...,m, j=1,...,n}.

Esempio 1.11. Nelcasom =2en =3siha
M(2a3) = {A = (a'ij) ‘ 1=1,2, 5= 17273}‘
Un elemento generico di M (2, 3) ha la forma
A= [all 412 alB] , aij € R.
a a2 a3

Per esempio,
1 -2 0
A= [\ﬁ 5 _3} e M(2,3).

Le operazioni sono definite componente per componente:
A+ B:= (aij + bij),
aA = (aaij;), acR.
Osservazione 1.12. La struttura (M (m,n),+, -) € uno spazio vettoriale.
La matrice nulla e la matrice con tutte le componenti nulle. Lopposto di A = (a;;) € —A =

(—aij).
Esercizio 1.13. Nello spazio M(2,3) calcolare le componenti della seguente combinazione

lineare: /3
2 3 -1 1[0 3 6 2 00
(aj) = A= -2 [_2 4 _J T3 [—3 —6 0} -2 {—2 0 O]

Svolgimento.
Calcoliamo separatamente i tre termini.

o2 3 1] _[4 -6 2
2 —4 -1 [4 8 2]
1fo 3 6] _[o 1 2
3-3 -6 0] [-1 -2 o

el bl o)

Sommiamo ora termine a termine:
A—_4_62+0 1 2+—200_ —6 -5 4
T4 8 2 -1 -2 0 2v2 0 0] [3+2v2 6 2|°

13
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Osservazione 1.14. Si osservi che possiamo identificare R” con M(n, 1) e R™ con M(1,m).
Infatti, un vettore
(x1,...,2y) €R"

puo essere visto come la matrice colonna

€1
2
€ M(n, 1),

Ln

mentre un vettore
(Y1, Ym) € R™

puo essere visto come la matrice riga
(yi ... Ym) € M(1,m).

Le operazioni di somma e di prodotto per numero coincidono componente per componente.

1.9 Lo spazio dei polinomi

Fissiamo dei numeri reali
ag,ai,...,a, € R (n>0).
Si definisce polinomio (nella variabile ¢) la funzione

p:R— R, t — p(t) := ag + a1t + agt® 4+ - + a,t".

Osservazione 1.15. Nel polinomio
p(t) =ag + a1t + a2t2 + - Fapt™

il coefficiente a¢ si chiama termine noto del polinomio.

Se ay, # 0, allora si dice che p ha grado n e si scrive
degp =n.

In questo caso il numero a,, si chiama coefficiente direttore di p.

Osservazione 1.16. 11 polinomio nullo ¢ la funzione
p:R—=>R, t— 0,

cioe p(t) = 0 per ogni ¢t € R. Per convenzione, il polinomio nullo non ha grado.

14
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Teorema (Principio di identita dei polinomi). (solo enunciato)

Siano
p(t):a0+a1t+...+ant"7 q(t):bo+b1t+...+bktk.
Allora
p(t) = q(t) perognit € R
se e solo se

aozbo, alzbl,

cioé i coefficienti dei due polinomi coincidono ordinatamente.

Indichiamo con R[t] I'insieme di tutti i polinomi a coefficienti reali.

Su R[t] definiamo le seguenti operazioni.
Siano
p(t) = ap+ art + ...+ apt", q(t) = b+ byt + ... + byt*,

esiac e R.

Somma di polinomi
p(t) + q(t) = (ao + bo) + (a1 + b1)t + (az + ba)t* + . ..
Prodotto per uno scalare
ep(t) = cag + cart + ... + cant”
Osservazione 1.17. Con queste operazioni la struttura algebrica
(R[], +, )

€ uno spazio vettoriale.
11 vettore nullo ¢ il polinomio nullo p(t) = 0, mentre 'opposto del polinomio

p(t) =ap+art+ ...+ a,t"

—p(t) = (—ao) + (—a1)t + ...+ (—a,)t".
Esercizio 1.18. Calcolare i coefficienti del polinomio

p(t) = =31 +12) +5(t —t5) — (1 +t+t3) +4(5 — t — t*) + 55,

Svolgimento.
Sviluppiamo e raccogliamo i termini simili:

(=3 —3t%) + (5t — 51%) + (=1 — t — t3) + (20 — 4t — 4t*) + 515
(=3 —1+420) + (5t —t — 4t) + (=3t2) 4+ (—t3) + (—4t*) + (—=5t5 + 5t%).

p(t)

Quindi
p(t) =16 — 3t? — & — 4™,

Pertanto i coefficienti sono:
ap=16, a1 =0, ay=-3, az3=-1, ag=-4, a5=0, ag=0.
Poiché a4 # 0, il grado del polinomio e

degp(t) = 4.

15
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1.9.1 Lo spazio dei vettori geometrici

16
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